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КВАЗИСТАТИЧЕСКАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАДАЧИ 
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У статті запропоновано квазістатичну математичну модель металопрокатного стану, що дозволяє 
звести задачу вибору настроювальних технологічних параметрів до класичної двоточковою 
крайової задачі для системи звичайних диференціальних рівнянь. Математична модель може 
бути використана також для синтезу системи стабілізації обраних технологічних параметрів. 
В статье предложена квазистатическая математическая модель металлопрокатного стана, 
позволяющая свести задачу выбора настроечных технологических параметров к классической 
двухточечной краевой задаче для системы обыкновенных дифференциальных уравнений. 
Математическая модель может быть использована также для синтеза системы стабилизации 
выбранных технологических параметров. 
In the article the quasi-static mathematical model of the metal-rolling mill is proposed, which makes it 
possible to reduce the tuning technological parameters selection problem to the classical two-point 
boundary value problem for the system of ordinary differential equations. The mathematical model can 
be also used for the synthesis of stabilizing system of selected technological parameters. 
Введение. Современный металлопрокатный стан представляет собой 
один из сложнейших объектов управления. Эта сложность обусловлена, 
множеством различных по природе взаимосвязанных между собой 
подпроцессов, составляющих процесс прокатки. К ним относятся, прежде 
всего, процессы термопластической деформации металлов, механические 
процессы в элементах клетей, а также электромеханические процессы в 
системах приводов. Кроме перечисленных подпроцессов, можно отметить и 
другие, детально рассмотренные в соответствующей научно-технической 
литературе [1, 2]. 
Математические модели отдельных подпроцессов металлопрокатного 
производства (МПП) могут быть линейными, нелинейными, распределен-
ными, дискретными, описываться алгебраическими или дифференциальными 
уравнениями. Такое разнообразие классов математических моделей приводит 
к серьезным затруднениям при синтезе систем автоматического управления 
МПП. Кроме того, математические модели некоторых элементарных процес-
сов МПП являются весьма приближенными по структуре и содержат ряд 
неопределенных параметров. 
Указанные обстоятельства приводят к необходимости рассматривать 
упрощенные математические модели МПП, позволяющие синтезировать 
приближенные законы управления. Уточнение процесса управления осуще-
ствляется на основе стабилизирующих воздействий по отклонению от 
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программной траектории. Такая двухуровневая концепция построения систем 
управления рассмотрена в [3]. 
Особенный интерес с практической точки зрения представляет 
математическая модель МПП, основанная на квазистатическом подходе, 
известном из классической термодинамики. При таком подходе реальные 
фазовые траектории МПП, полученные в результате изменения управляющих 
параметров, заменяются последовательностями положений равновесия, 
соответствующих последовательностям значений управляющих воздействий. 
При определенных условиях на скорость изменения последних такое 
представление управляемого процесса дает достаточно хорошее приближение 
к реальному. Такие условия для класса линейных систем рассмотрены в [4]. 
Основным достоинством квазистатического моделирования управляемых 
процессов является возможность построения математической модели на 
основании статических взаимосвязей «вход–выход», которые могут быть 
получены в результате экспериментальных исследований. 
Целью настоящей работы является разработка квазистатической матема-
тической модели МПП и анализ на ее основе различных путей решения 
задачи перенастройки технологических параметров. 
Математическая модель МПП. Рассмотрим упрощенную структурную 
схему процесса холодной прокатки металла в многоклетевом непрерывном 
стане, изображенную на рисунке. 
 
Структурная схема процесса прокатки 
На рисунке введены следующие обозначения основных технологических 
параметров МПП: 
Nhhh ,...,, 10  – толщины полосы, 
Nvvv ,...,, 21  – скорости полосы, 
1 ,231201 ,...,,, +NNTTTT  – натяжения полосы, 
NMMM ,...,, 21  – моменты прокатки на различных участках прокатного 
стана, 
Nddd ,...,, 21  – перемещения нажимных винтов. 
Толщина полосы и момент прокатки на k -м участке связаны с 








































 ),,,( 1,,11 +--= kkkkkkk TTdhfh , (1) 
 ),,,( 1,,11 +--= kkkkkkk TTdhgM . (2) 
Соотношения (1) и (2) являются в общем случае полуэмпирическими и 
могут быть получены на основании серии экспериментов на реальных 
прокатных станах. Кроме того, в литературе [1,2] предложены различные 
подходы к определению зависимостей (1) и (2). В любом случае будем 
считать что (1) и (2) известны и представляют собой непрерывные, дважды 
дифференцируемые функции своих аргументов. 
Систему соотношений (1) и (2) дополним соотношениями для скорости 
полосы kv  [2]: 
 )](1[ ,11, kkkkkk TTbn -+ -+g=n , (3) 
где kn  – частота вращения валков в k -й клети стана, g  и b  – постоянные 
эмпирические коэффициенты. 
Последняя группа соотношений для параметров прокатки основана на 
условии сплошности, т. е. постоянства секундных расходов металла через 
каждую из клетей стана. Эти соотношения имеют вид 
 Rhkk =n , (4) 
где R  – производительность процесса прокатки. 
Систему статических уравнений процесса прокатки дополним системой 
уравнений электропривода валков. В случае использования электропривода 
постоянного тока эти уравнения примут вид 
 kkk MvnU =+b , (5) 
где kU  – управляющее напряжение, b  и n  постоянные коэффициенты, 
зависящие от конструктивных особенностей применяемых электродвига-
телей. 
Таким образом, получена система N5  уравнений (1–5), связывающих 
37 +N  технологических параметров 
( )RUUnnddMMTTvvhh NNNNNNNN ,,...,,,...,,,...,,,...,,,...,,,...,,,..., 11111 0110 + . Среди 
последних N2  параметров ( )NN UUdd ,...,,,..., 11  естественно принять в 
качестве управляющих, а 3 параметра ( )Rhh N ,,0  принять в качестве исходных 
данных технологического процесса. Оставшиеся N5  параметров находятся в 
результате решения системы уравнений (1) – (5) и зависят от N2  
управляющих параметров – векторов d  и U . Таким образом, систему 
уравнений (1) – (5) можно рассматривать как математическую модель 
равновесных состояний технологического процесса проката, задаваемых 
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векторами d  и U . Учтем также, что на все перечисленные выше 
технологические параметры наложены естественные ограничения на 
диапазоны их изменений. Кроме этих ограничений, имеют место и 
ограничения по взаимосвязи между толщинами проката 
 Nhhh ³³³ ...10   
Совокупность указанных ограничений представляет собой выпуклый 
многогранник L  в пространстве N7  параметров технологического процесса. 
Таким образом, задача настройки технологических параметров МПП 
формально сводится к нахождению одного или нескольких решений системы 
N5  уравнений (1) – (5) относительно N7  неизвестных, принадлежащих 
многограннику L . 
Математическая модель задачи настройки технологического 
процесса. Рассмотрим некоторый модельный технологический процесс, ха-
рактеризующийся вектором технологических параметров nRÎx . Вектор x  
предполагается состоящим из двух составляющих mRÎ1x  и mnR -Î2x . Век-
тор 1x  соответствует вектору выходных координат, а 2x  – вектору управ-
ляющих параметров. Следует отметить, что такое разбиение x  на 1x  и 2x  
может быть достаточно условным. Будем предполагать, что компоненты 





















представляющих собой систему алгебраических уравнений, полученную на 
основании различных физических законов и экспериментальных данных. В 
векторной форме (6) будем записывать в виде ( ) 0=xf  или ( ) 0=21, xxf . 
Поскольку mn > , то mnr -=  переменных можно выбирать произ-
вольно. Остальные m  параметров процесса находятся в результате решения 
системы (6). Таким образом, в общем случае система (6) имеет множество 
решений, представляющее собой r -мерное многообразие M . 
Вторую группу условий на технологические параметры составляют 
ограничения типа неравенств на некоторые функции компонент вектора x . 
Для компонент вектора 2x  управляющих параметров это обычно огра-
ничения на их минимальные и максимальные значения, а для компонент 1x  
это допустимые пределы изменения выходных параметров как в абсолютных 
величинах так по отношению к другим технологическим параметрам. В 
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общем случае будем считать, что допустимая в соответствии с указанными 
условиями область представляет собой выпуклый многогранник L .  
Таким образом, задачу начальной настройки технологического процесса 
можно сформулировать в алгебраическом виде: найти вектор LM ÇÎx , или, 
проще говоря, найти какое-либо решение системы алгебраических уравнений 
(6), удовлетворяющее условию LÎx . 
Поскольку таких векторов x  в общем случае может быть множество *X , 
то естественно сформулировать задачу оптимизации начальной настройки 
технологического процесса в следующем виде: найти вектор технологических 
параметров *XÎx , доставляющий минимум целевой функции 
 ( )nxxxFz ,...,, 21= . (7) 
Задачу оптимизации можно свести к последовательности решений задач 
начальной настройки, включив (7) при некотором фиксированном значении 
z  в систему уравнений (6) и уменьшая на каждом шаге величину z  в (7). 
Такой подход отличается от традиционного, основанного на оптимизации 
функций (7) при условиях (6) и LÎx методами множителей Лагранжа или 
штрафных функций, и по своей сути сводится к одномерному поиску экстре-
мума на решениях расширенной системы алгебраических уравнений (6), (7). 
Квазистатический метод решения задачи начальной настройки. 
Сформулированная выше задача начальной настройки параметров технологи-
ческого процесса представляет собой задачу нахождения одного из решений 
системы (6), удовлетворяющего условию LÎx . Одним из возможных путей 
ее решения является сведение к задаче минимизации целевой функции 







2 xx ,  LÎx . (8) 
Однако, численное решение задачи минимизации (8), как правило, 
затруднительно в связи с наличием большого количества локальных 
минимумов и «оврагов» [7]. 
Ниже будет предложен принципиально иной подход к решению 
сформулированной задачи, основанной на решении эквивалентной задачи 
управления квазистатическим процессом, соответствующим системе (6). 






















или в векторной форме 
 ( )21, xxfy =  (10) 
и будем рассматривать векторы x  и y  как некоторые функции времени. 






























, где ( )xW  и ( )xV  – матрицы Якоби 
размерностей mn ´  и rm´ , vx =2& , uy =& , представим математическую 
модель настройки технологических параметров в виде управляемой системы 
дифференциальных уравнений 
 
















в которой ( )TTT yx ,  – вектор состояний, а v  и u  – векторы управлений, 
( ) ( )xWx 1-=Φ . 
Таким образом, задачу настройки технологического процесса можно све-
сти к следующей задаче управления: из некоторого начального состояния 
( )TTT 00 , yx  перевести систему (12) в конечное состояние ( )TTL 0,x , где LL Îx , 
0  – ( r´1 )-вектор. Начальное состояние выбирается путем вычисления векто-
ра 0y  в результате подстановки некоторого начального значения 0x  в (9) т.е. 
( )00 xfy = . Будем также предполагать, что множество L  представляет собой 
сумму множеств 21 LLL += , причем 11 LÎx , 22 LÎx . Отметим также, что, 
поскольку временной масштаб не задан, то можно принять временной интер-
вал единичным [ ]1,0Ît , а значения u  и v  неограниченными. 
Рассмотрим задачу управления квазистатической системой (12) при 
фиксированном 22 LÎx . В этом случае, задача управления примет упрощен-













найти закон управления ( )tu , [ ]1,0Ît , при котором ( ) 0=1y , где 0  – 
( 1´n )-вектор. Нетрудно видеть, что одним из таких законов будет 
 ( ) .0 cyu =-=t  (14) 
Тогда искомое значение ( )11x  может быть получено в результате 
интегрирования системы дифференциальных уравнений 
 ( )cxxx 211 ,Φ=& . (15) 
при фиксированном векторе 2x  и начальном значении ( )01x , полученном 
ранее. 
Интегрирование (15) не вызывает принципиальных затруднений, если 
матрица ( )xΦ  получена аналитически путем обращения матрицы Якоби 
( )xW  в общем виде. Обойти операцию обращения матрицы ( )xW  предлага-
ется следующим образом. Воспользуемся известной формулой для производ-
ной обратной матрицы 
 ΦΦΦ W&& -= . (16) 
В свою очередь полная производная матрицы-функции ( )21, xxW  по 
времени может быть представлена в виде 








21 ,, cWxxW φ& , (17) 
где kφ  – k -й столбец матрицы Φ . 
Тогда процедуру обращения матрицы ( )xW  на каждом шаге 
интегрирования системы (15) можно заменить шагом интегрирования 
матричного дифференциального уравнения (16), обратив матрицу ( )xW  
только один раз при значении 0xx = . 
Сведение к двухточечной краевой задаче. Рассмотренный выше подход 
к нахождению настройки технологических параметров позволяет организо-
вать управление настройкой путем изменения вектора параметров 22 LÎx , 
так чтобы решение дифференциального уравнения (15) удовлетворяло усло-
вию ( ) 12 1 LÎx . Для организации целенаправленного изменения вектора 2x  
вернемся к исходной системе (12). Ее структура такова, что только выбором 
вектора управлений ( )tu  можно получить нулевую невязку ( )1y . Например, в 
виде (14). Вектор управлений ( )tv  обеспечивает в свою очередь конечные 
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условия на управляемый процесс ( ) 11 1 LÎx , ( ) 22 1 LÎx  при условии выполне-
ния ( ) 0=1y . 
Для того чтобы использовать классические методы теории управления 




1 vv , (18) 
а вместо многогранников 1L  и 2L  будем рассматривать их приближения в 
форме эллипсоидов 1E  и 2E  [5]. Такая замена цели управления позволяет 
воспользоваться традиционной формой условий трансверсальности вариаци-
онного исчисления и принципа максимума Понтрягина. С учетом сделанных 
предположений функция Гамильтона примет вид 
 vVvcvv TTTTH 2112
1
λΦλΦλ +-+= , (19) 
где ( )TTT 21 ,λλλ =  – вектор сопряженных переменных. 
В соответствии с принципом максимума оптимальный закон управления 






где 0  – ( 1´r )-вектор.  
Таким образом, оптимальный закон управления примет вид 
 TTT 21 λΦλ -= Vv . (20) 
В свою очередь вектор сопряженных переменных удовлетворяет системе 
дифференциальных уравнений 









-=&  (21) 
образующей совместно с первыми двумя уравнениями (12) гамильтонову 
систему n2  дифференциальных уравнений. 




















λ& , nk ,1= . (22) 
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В свою очередь матрицы 
kx¶
¶Φ
 могут быть выражены через производную 









Постановка двухточечной краевой задачи завершается формулировкой 
условий трансверсальности состоящих в ортогональности сопряженных век-













EcTλ , (24) 
где 1c  и 2c  – неопределенные постоянные. 
Таким образом, решение двухточечной краевой задачи состоит в 
нахождении начальных условий для сопряженной системы (22) таких, чтобы 
решения гамильтоновой системы (12) и (22) с учетом закона управления (20) 
в конечный момент времени 1=t  удовлетворяли условиям LÎx  и условиям 
(24). 
Решение сформулированной двухточечной краевой задачи может быть 
получено в результате применения численных методов, изложенных в 
соответствующей литературе [6]. 
Заключение. Основным результатом исследования является разработка 
квазистатической математической модели металлопрокатного стана. Досто-
инством предложенной математической модели является ее относительная 
простота, основанная на статических соотношениях между технологическими 
параметрами. С другой стороны система дифференциальных уравнений, опи-
сывающая квазистатические фазовые траектории, позволяет применить мощ-
ный арсенал средств теории оптимального управления для решения различ-
ных задач, связанных с перенастройкой технологических параметров про-
цесса прокатки. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ 
ДЕЯТЕЛЬНОСТИ ПРОИЗВОДСТВЕННО-ЭКОНОМИЧЕСКОЙ 
СИСТЕМЫ 
В статті запропоновано математичній апарат оптимізації показників діяльності виробничо-
економічної системи як розв’язання задачі синтезу власних векторів відповідних матриць. 
В статье предложен математический аппарат оптимизации показателей деятельности 
производственно-экономической системы как решение задачи синтеза собственных векторов 
соответствующих матриц. 
In this article the mathematical apparatus for optimization of production and business system parameters 
as solution for eigenvectors synthesis task of correspondent matrixes have been proposed. 
Введение. В настоящее время математические методы и модели находят 
широкое применение в стратегическом планировании и управлении. 
Полезные прикладные результаты получены при моделировании 
производственных, экономических и организационных процессов [1]. 
Производственное предприятие, организация или некоторый проект 
представляют собой сложную систему. Функционирование такой системы 
происходит под воздействием целого набора различных факторов, постоянно 
изменяющихся под воздействием внешних условий. Очевидно, что 
управление подобной системой представляет нетривиальную задачу. 
Решение подобных задач становится практически невозможным без 
внедрения информационных систем, основной составляющей которых 
являются информационные технологии, основанные на применении 
совокупности моделей и методов, разработанных при помощи некоторого 
математического аппарата, и средств обработки информации. 
Разработка и анализ результатов использования экономико-
математических моделей позволяет не только ускорить процесс принятия 
решений, но и более комплексно представить рассматриваемую проблему по 
сравнению с анализом, который может провести даже самый 
высококвалифицированный и опытный эксперт. 
Эффективность экономико-математического моделирования в 
значительной степени определяется адекватностью построенной модели, а 
также правильным выбором методологий и методов работы с ней. 
Анализ используемых до настоящего времени на практике подходов к 
моделированию факторов, влияющих на функционирование организации, 
показывает, что большинство из них носят скорее качественный характер [2]. 
Это затрудняет их формализацию и автоматизацию учета. 
